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I. INTRODUCCION

Dados dos puntos del espacio, 4y B, se define el vector fijo AB, como el segmento orientado
de origen en el punto Ay de extremo el B. Los vectores en el espacio se caracterizan por un
modulo, una direccion y un sentido.

AB

Dos vectores son equipolentes si tienen el mismo modulo, la misma direccion y el mismo
sentido. El conjunto de todos los vectores equipolentes a uno dado define un vector libre .

Il. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Un vector ¢ puede multiplicarse por un escalar k cualquiera. El vector resultante, kv, tiene un
modulo que es k veces el moédulo del vector v, la misma direccion que v y el mismo sentido si
k es positivo y sentido contrario si k es negativo.

\J
el

> 29
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S

RECUERDA

El producto 0 - @ es igual al vector 0, denominado vector nulo.

El producto (—1) - ¥ es igual al vector =7 y se llama vector opuesto de : mismo
modulo y direccion que 4, pero sentido contrario.
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ll. ADICION DE VECTORES

Para sumar dos vectores libres del espacio se hace coincidir el origen del segundo con el
extremo del primero. El vector suma es aquel que se obtiene uniendo el origen del primero con
el extremo del segundo.

Dados los vectores 4, ¥ y w, la adicion cumple las propiedades siguientes:

Asociativa: (i + ¥) + @ = i + (U + D)

Conmutativa: &« + 3 =9+ 4

Vectornulo: 0+ 3 =79

La regla del triangulo anterior tiene una lectura equivalente, muy habitual en fisica: la regla del
paralelogramo. Se llevan % y ¥ a un origen comln y se completa el paralelogramo que forman;
la diagonal que parte de ese origen es precisamente el vector suma.

Dados los vectores % y ¥ del espacio y los nimeros reales a y b, se cumplen las siguientes
propiedades:
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Asociativa: o - (b- %) = (a-b) -7
Distributiva respecto a la suma de vectores: a - (i + V) = ati + a¥
Distributiva respecto a la adicion de niimeros: (a + b) - ¥ = a¥ + b¥

Elemento unidad: si 1 es el elemento unidad de los nimeros reales, entonces 1 -4 = ¥

av bv
*r—>
o
(a+0b)v

El conjunto de los vectores del espacio con las propiedades y operaciones anteriores tiene
estructura de espacio vectorial.

IV. VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES

RECUERDA

Un vector en el espacio @ es combinacion lineal de un conjunto de vectores del espacio,
Uy, Uy, Us, ..., U,, SI €5 posible encontrar unos numeros reales k;, ky, ks, ..., k,, tales que:

'II) = kl’l_l:]_ + k2’l_l:2 + k3/l_l3 + A + kn'l_l:n

- Dado un conjunto de vectores, éstos son linealmente dependientes si uno cualquiera
de ellos puede expresarse como combinacion lineal de los demas.

- Dado un conjunto de vectores, si ninguno de ellos puede expresarse como combina-
cion lineal de los demas, se dice que dichos vectores son linealmente independientes.

Los vectores iy, i,, Us, --., 4, Son linealmente independientes si la Gnica combinacion de
ellos que da el vector nulo es la trivial:

kyty + kotly + ksl + - + ki, = 0

Es decir:
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Los vectores i, , Us, Us, --., 4,, SON linealmente dependientes si, ademas de la trivial, existen otras
combinaciones lineales no nulas de estos.

Independientes: distinta direccion Dependientes: i, = 2%, (misma direccion)

1. COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Si un conjunto de vectores del espacio es tal que cualquier vector del espacio puede expresarse
como combinacion lineal de ellos, se dice que este conjunto es un sistema de generadores.

Si un sistema de generadores es tal que todos los vectores que lo forman son linealmente
independientes entre si, se dice que el sistema de generadores constituye una base.

Una base del espacio es un conjunto de vectores linealmente independientes entre si y tales
que cualquier vector del espacio puede expresarse como combinacion lineal de ellos.

Si los vectores 4, i,, U5 constituyen una base, B;, entonces el vector @ se puede representar
en funcion de esta base. Por ejemplo:

W= —2U; + Uy — Uy

Pero, del mismo modo, se podia haber representado w en funcion de otra base, B,, distinta a
la anterior, formada por los vectores 9, , U, U5:

'17) - '171 + '172 + '173
Diriamos entonces que las componentes del vector @ son:

(—2,1,—1) en la base B, = (uy, Uy, t3); y SON

(1,1,1) en la base B, = (v, Uy, Us).

Asi pues, las componentes de un vector en una base determinada son los coeficientes de la
combinacion lineal que permiten expresarlo en funcion de los elementos de esa base.

En el espacio existen infinitas bases, de tal manera que un vector @ puede expresarse en funcion
de cualquiera de ellas. Sin embargo, en el espacio se suele trabajar con la base canonica,
formada por los vectores unitarios mutuamente perpendiculares entre si:
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7=(1,0,0), 7=(0,1,0), k=(0,0,1)

Y

Con un conjunto de vectores puede construirse una matriz. En el caso de un sistema de ecua-
ciones, el rango nos indica el nimero de ecuaciones linealmente independientes. En el caso
de un conjunto de vectores, el rango de la matriz nos da el nimero de vectores linealmente
independientes.

Por ejemplo, los vectores
ﬂl = (070?_1)7 ﬂQ = (_2?_170)? ’1_23 = (_3707 1)

;son linealmente independientes? Para averiguarlo, vamos a construir la matriz A y hallar su
determinante:

0 —2 -3
A=10 -1 0
-1 0 1

El determinante de esta matriz es no nulo, como se puede apreciar:

0 —2 -3
Al=]0 —1 0|=3%0
~10 1

Por lo tanto, los tres vectores son linealmente independientes. Si este determinante hubiera
sido igual a cero, querria decir que hay un vector que es combinacion lineal de los otros dos;
en consecuencia, existiria una dependencia lineal entre estos vectores.

Si se define en el espacio el sistema cartesiano de coordenadas formado por un punto origen
Oy la base canonica, cualquier punto P quedara determinado por sus tres coordenadas carte-
sianas. Asi, un vector de origen P(z,y, z) y extremo Q(z’,y’, 2’) seria el siguiente:
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ﬁjz (' —z,y —y,2 —2)
Por ejemplo, dado el vector de origen P(3,2,—1) y extremo Q(2, 4, 6), sus coordenadas serian:

P—Q:(CL’/—%Z//_%Z,—Z):(2_374_276_<_1)):(_1’2’7)

Simulacion de GeoGebra aqui.

V. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

Dados dos vectores libres del espacio, se define su producto escalar como:
-0 =lul- |V cosa

Donde o representa el menor de los angulos que forman estos dos vectores. (Recuérdese que,
al hacer coincidir el origen de dos vectores libres del espacio, forman los angulos ay (27 — «).)

I~

proy;u
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Si las coordenadas de estos vectores son i = (z,y,2) y ¥ = (z’,y’,2’), el producto escalar se
puede calcular también de la siguiente manera:

—

=z’ +y-y+z-72

S

- El producto escalar de dos vectores siempre es un escalar.
- El producto escalar de un vector por si mismo es un nimero positivo o nulo, siempre.

- Si el angulo que forman los vectores es de 90°, entonces el producto escalar es nulo. Dos
vectores perpendiculares tienen nulo su producto escalar.

Combinando las expresiones anteriores se puede poner:
U - U z-x'+y-y+z-2

coso = ——— =
a3 /222222y + 22

Ejemplo: dados i = (3,1)y 4 = (1,2),setiene -5 =3-14+1-2 =5, |i| = V10 |3| = V5, luego

5 ) 1

VIO-v5 V50 V2

~ 0.707 = o =45°

Q
o}
w0
Q
Il

|
Il

El producto escalar de dos vectores tiene las siguientes propiedades:

El producto escalar de un vector por si mismo es un nimero positivo o nulo:

U= |ul-|i] - cos0° = |ul?

siendo |i| = /22 +y% + 22 > 0.
Propiedad conmutativa: 4 - ¥ = v - 4.
Propiedad asociativa mixta: k - (i - ¥) = (ku) - 0.

Propiedad distributiva respecto de la adicion: 4 - (0 + @) =4 - U + 4 - w.

También se puede definir el producto escalar como el producto del modulo de uno de ellos por
la proyeccion del otro sobre él:

U-U=|d]-|V]-cosa = |0 proy;u
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RECUERDA

El coseno del angulo entre dos vectores se obtiene despejando de la expresion analitica
del producto escalar:

-0 -’ +y -y +z-2

G - |9 22?422 22y 4 22

CoOs&x =

En particular, % -7 = 0 < 4 L ¥ (siempre que ambos vectores sean no nulos).

1. EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO ESCALAR

Sea {€,, €5, €5} una base cualquiera del espacio, y sean 4 y ¢ dos vectores, los cuales se pueden
expresar como combinacion lineal de los vectores de la base:

S

U-U=(x€; +yéy + 2€5) - (z'€; + Y€, + 2'€3)
=z (€ - €1) + wy'(€; - &) + x2' (€] - 3) +yy'(€y - €) + -+ zz'(€3 ) 53)
(

Usando la notacion matricial se puede reescribir esta expresion de la siguiente forma:

- = — - = - = — ’
U-0=(xy 2) [€: € & & €:"€; Y
63‘61 63'62 63'63 Z,

Hay que hacer notar que la matriz

,_.
s
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Ml
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®
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N
@
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es simeétrica, ya que el producto escalar es conmutativo.

La expresion anterior se puede simplificar si se escoge la base {¢,, é,, €;} de manera adecuada.
Asi, si los vectores de la base son perpendiculares entre si, los productos escalares €, - €; son

nulos cuando i # j:

U-v=uxx'(€; &) +yy (€ €y)+ 22" (€5 €5) =z’ +yy' + 22’
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Una base cuyos vectores son perpendiculares y de modulo igual a 1 recibe el nombre de base
ortonormal®. Un ejemplo de ello es la base canédnica, formada por los vectores:

- 7=(1,0,0)
=(0,1,0)

(0,0,1)

J
-k

Con lo que la expresion del producto escalar quedaria:

77177k z’
v v=@xyz--|77777k Yy
k-7k-7k-k Z'

X

—@y 2|

" =xr +yy + 22

/

Expresion que recibe el nombre de expresion analitica del producto escalar. Solamente es
valida esta expresion si los vectores estan expresados en una base ortonormal.

VI. APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

Una de las aplicaciones fisicas mas importantes del producto escalar es el calculo del trabajo

realizado por una fuerza constante F que actlia sobre un cuerpo mientras este se desplaza
segln un vector d:

W=F-.

- ‘ -

F" . ’d’ - COS &

Solo la componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento realiza trabajo: si F'y d son
perpendiculares (a = 90°), el trabajo es nulo, aunque la fuerza tenga modulo grande.

TUna base es ortonormal si sus vectores son ortogonales dos a dos y de modulo unidad.
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Vil. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

El producto vectorial de dos vectores es otro vector que tiene las siguientes propiedades:

Su modulo es: |4 x 9| = || - U] - sin 6
Su direccion es perpendicular al plano formado por dichos vectores.

Su sentido es el de avance de un sacacorchos que gira del primer vector al segundo por
el camino mas corto.

S
X
(S48
|
3R =)
S
I

8
<

I
~

Esta expresion recibe el nombre de expresion analitica del producto vectorial.

Si@ =00 bien ¥ = 0, entonces @ x ¥ = 0.

—

Si 4y ¢ tienen la misma direccion (es decir, son linealmente dependientes), entonces i x
0.

ST
I

Pl

|

xJ
x k

I
N

e

X7

|
i

Estas tres Gltimas igualdades se deducen directamente recordando que los tres vectores de la
base son perpendiculares y sin 90° = 1, y ademas son vectores unitarios. Por otro lado, es facil
obtenerlas a partir de la expresion analitica del producto vectorial.

RECUERDA

El producto vectorial % x ¥ es otro vector, no un escalar:

- Su modulo coincide con el area del paralelogramo formado por @y #: |i x ¥ = |4 -
U] - sin 6.

- % x ¥ =0< tydson linealmente dependientes (paralelos), siempre que ambos sean
no nulos.

- No es conmutativo (i x ¥ = —(? x #@)) ni asociativo.

)

Ny
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El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:

Propiedad anticonmutativa: 4 x ¢ = — (0 X 4).

Propiedad asociativa respecto de la multiplicacion por un escalar: k(4 x 9) = (ki) x ¥ =
u x (kv).

Propiedad distributiva respecto de la adicion: 4 x (0 + @) = 4 x ¥+ 4 X w.

El producto vectorial no cumple la propiedad asociativa: 4 x (¥ x w) # (4 X 9) X w.

Aunque ambos productos parten de los mismos dos vectores, el resultado que producen es de

naturaleza completamente distinta: el producto escalar da lugar a un nadmero, mientras que el
producto vectorial da lugar a otro vector.

X U
v v
U U
4 - ¥ = nimero i x ¥ = vector
www.academiares.com v1.0.0
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