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I. INTRODUCCION

Dados dos puntos del plano, Ay B, se define el vector fijo AB, como el segmento orientado de
origen en el punto Ay de extremo el B. Los vectores en el plano se caracterizan por un modulo,
una direccion y un sentido.

AB

Dos vectores son equipolentes si tienen el mismo modulo, la misma direccion y el mismo
sentido. El conjunto de todos los vectores equipolentes a uno dado define un vector libre .

Il. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Un vector ¢ puede multiplicarse por un escalar k cualquiera. El vector resultante, kv, tiene un
modulo que es |k| veces el modulo del vector %, la misma direccion que 4y el mismo sentido si
k es positivo y sentido contrario si k es negativo.

Ejemplo: si 5| = 3, el vector —2% tiene modulo |—2| - 3 = 6, la misma direccion que ¥ y sentido
contrario; el vector 37 tiene modulo 1, es decir, es un vector unitario. Mas adelante se veran
ejemplos con coordenadas.
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RECUERDA
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El producto 0 - ¢ es igual al vector 0, denominado vector nulo.

El producto (—1) - ¢ es igual al vector — y se llama vector opuesto de ¥: mismo
modulo y direccion que 9, pero sentido contrario.

ll. ADICION DE VECTORES

Para sumar dos vectores libres del plano se hace coincidir el origen del segundo con el extremo

del primero. El vector suma es aquel que se obtiene uniendo el origen del primero con el
extremo del segundo.

Dados los vectores 4, ¥ y w, la adicion cumple las propiedades siguientes:

Asociativa: (i + v) + @ = i + (¥ + )
Conmutativa: & + 3 =9+ 4

Vector nulo: 0 + 3 =9

La regla del triangulo anterior tiene una lectura equivalente, muy habitual en fisica: la regla del
paralelogramo. Se llevan % y ¥ a un origen comin y se completa el paralelogramo que forman;
la diagonal que parte de ese origen es precisamente el vector suma.
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Dados los vectores % y ¥ del plano y los nimeros reales a y b, se cumplen las siguientes propie-
dades:

Asociativa: a - (b-¥) = (a-b) - ¥
Distributiva respecto a la suma de vectores: a - (i + ¥) = aii + a¥
Distributiva respecto a la adicion de nimeros: (a + b) - ¥ = a¥ + b7

Elemento unidad: si 1 es el elemento unidad de los nimeros reales, entonces 1-7 =9

El conjunto de los vectores del plano con las propiedades y operaciones anteriores tiene
estructura de espacio vectorial.

IV. VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES

RECUERDA

—

Un vector del plano @ es combinacion lineal de un conjunto de vectores del plano,
Uy, Us, Ug, --., U, Si €S posible encontrar unos numeros reales k,, ky, k5, ..., k,, tales que:

- Dado un conjunto de vectores, estos son linealmente dependientes si uno cualquiera
de ellos puede expresarse como combinacion lineal de los demas.

www.academiares.com
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- Dado un conjunto de vectores, si ninguno de ellos puede expresarse como combina-
cion lineal de los demas, se dice que dichos vectores son linealmente independientes.

Los vectores 4, iy, is, ..., 4,, Son linealmente independientes si la Unica combinacion de
ellos que da el vector nulo es la trivial:

kyty + Koty + kailg + - + ki, = 0

Es decir:

Los vectores i, , Uy, Us, ..., 4,, SON linealmente dependientes si, ademas de la trivial, existen otras
combinaciones lineales no nulas de estos.

Independientes: distinta direccion Dependientes: i, = 2i; (misma direccion)

1. COMBINACION LINEAL DE VECTORES
Si un conjunto de vectores del plano es tal que cualquier vector del plano puede expresarse

como combinacion lineal de ellos, se dice que este conjunto es un sistema de generadores.

Si un sistema de generadores es tal que todos los vectores que lo forman son linealmente
independientes entre si, se dice que el sistema de generadores constituye una base.

Una base del plano es un conjunto de vectores linealmente independientes entre si y tales que
cualquier vector del plano puede expresarse como combinacion lineal de ellos. En el plano, dos

vectores cualesquiera no paralelos forman una base.

Si los vectores i, i, constituyen una base, B;, entonces el vector w se puede representar en
funcion de esta base. Por ejemplo:

’lY) == _2a1 +ﬂ2

Pero, del mismo modo, se podia haber representado w en funcion de otra base, B,, distinta a
la anterior, formada por los vectores v, , Uy:
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Diriamos entonces que las componentes del vector w son:

(—2,1) en la base B, = (i, i,); y son

(1,1) en la base By = (9;,7s).

Asi pues, las componentes de un vector en una base determinada son los coeficientes de la
combinacion lineal que permiten expresarlo en funcion de los elementos de esa base.

En el plano existen infinitas bases, de tal manera que un vector w puede expresarse en funcion
de cualquiera de ellas. Sin embargo, se suele trabajar con la base canodnica, formada por dos
vectores unitarios perpendiculares entre si, dirigidos segln los ejes X e Y:

i=(1,0), 7=(0,1)

Asi, el vector de componentes (z,y) es @ = zi + 7. (En el espacio se afade un tercer vector, k =
(0,0,1); véase la ampliacion mas adelante.)

Con un conjunto de vectores puede construirse una matriz. En el caso de un sistema de ecua-
ciones, el rango nos indica el nimero de ecuaciones linealmente independientes. En el caso
de un conjunto de vectores, el rango de la matriz nos da el nimero de vectores linealmente
independientes.

En el plano basta un determinante de orden 2: dos vectores 4 = (z,y) y ¥ = (¢’,y’) son lineal-
mente independientes si

Ty

oy =xy —yx’ #0

y linealmente dependientes (paralelos) si ese determinante vale cero. Por ejemplo:

S a=(3,1)y 3= (1,2): E’ ;‘ =6—1=5+0, luego son independientes y forman una base
del plano.
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T10

cu=(2,1)yi=(4,2): ‘i ;’ =4—4 =0, luego son dependientes: ¥ = 24.

2. VECTOR DEFINIDO POR DOS PUNTOS

Si se define en el plano el sistema cartesiano de coordenadas formado por un punto origen Oy
la base canonica, cualquier punto P queda determinado por sus dos coordenadas cartesianas.
Asi, el vector de origen P(z,y) y extremo Q(z’,y’) es:

PQ = (2 —z,y —y)

Las componentes de un vector se obtienen restando a las coordenadas del extremo las del
origen. Por ejemplo, dado el vector de origen P(3,2) y extremo Q(2,4):

PQ=(2-3,4—2)=(—1,2)

A
Q(2,4)
PQ=(-1,2)
P(3,2)
> r

a) Ampliacion: vectores en el espacio

Todo lo anterior se extiende al espacio anadiendo una tercera coordenada. Por ejemplo, en el
espacio, los vectores

al = (07()’*1)7 17’2 = (*27*170% ’lj3 = (*37()’ ]-)

¢son linealmente independientes? Para averiguarlo, vamos a construir la matriz A y hallar su
determinante:

0 —2 -3
A=10 -1 0
-1 0 1
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El determinante de esta matriz es no nulo, como se puede apreciar:

0 —2 —3
Al=|0 —1 0|=3#0
-1 0 1

Por lo tanto, los tres vectores son linealmente independientes. Si este determinante hubiera
sido igual a cero, querria decir que hay un vector que es combinacion lineal de los otros dos;
en consecuencia, existiria una dependencia lineal entre estos vectores.

Calculadora Matricial online
Si se define en el espacio el sistema cartesiano de coordenadas formado por un punto origen

Oy la base canonica, cualquier punto P quedara determinado por sus tres coordenadas carte-
sianas. Asi, un vector de origen P(z,y, z) y extremo Q(z’,y’, 2") seria el siguiente:

?Qz (' —z,y —y,2 —2)
Por ejemplo, dado el vector de origen P(3,2,—1) y extremo Q(2,4, 6), sus coordenadas serian:

mz(:c/—a:,y/—y,z’—z)=(2—3,4—2,6—(—1)):(—1,2,7)

Simulacion de GeoGebra aqui.
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V. OPERACIONES CON COORDENADAS

Al expresar los vectores en la base canonica, ¥ = (z,y), las operaciones geométricas anteriores
se convierten en sencillas operaciones con nimeros. Es la forma mas practica de trabajar en
los ejercicios.

1. SUMA, RESTA'Y PRODUCTO POR UN ESCALAR

Dados % = (z,y), ¥ = (z’,y’) y un nimero real k:

i+v=(z+2,y+7y)

i—v=(z—2",y—1)
ki = (kz, ky)

La resta es la suma con el opuesto: i@ — ¥ = i + (—%). Graficamente, si % y ¥ parten del mismo
origen, i — v es el vector que va del extremo de ¥ al extremo de 4.

5= (1,2)

Ejemplo 1: con @ = (3,1) y 9 = (1,2):

CUi+T=(3+1,1+42) = (4,3)
Ci—T=(3-1,1—-2) = (2,—1)
- 2% = (6,2)

S 3U—20=(9—2,3—4)=(7,—-1)

Ejemplo 2: con d = (2,—1),b = (—3,4) y ¢ = (0,5):
- Suma de tres vectores: G+ b+ ¢ = (2—3+0,—1+4+5) = (—1,8)
- Resta:d — b= (2— (=3),—1—4) = (5,—5)

- Producto por un escalar negativo: —3b = (9, —12)

- Producto por una fraccion: ¢ = (0,1)
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- Combinacion: 2d — b+ 1é=(4+3+0,-2 —4+1) = (7,-5)

Ejemplo 3 (ecuacion vectorial): halla Z tal que 2z + @ = b, con los vectores del ejemplo anterior.
Se despeja como en una ecuacion numeérica:

Ejemplo 4 (meteorologia): un viento @ = (6,8) m/s, de modulo 10 m/s, que duplica su intensidad
sin cambiar de direccion pasa a ser 2w = (12,16) m/s, de modulo 20 m/s. Si el viento rolase
hasta soplar justo en sentido contrario con la misma intensidad, seria —w = (—6,—8) m/s.

2. MODULO Y VECTOR UNITARIO

Por el teorema de Pitagoras, el modulo de 4 = (z,y) es:

3 = Va2 +y?

Un vector unitario es el que tiene modulo 1. Para obtener un vector unitario con la misma
direccion y sentido que @ (normalizar el vector) se divide entre su modulo:

- ()
@~ \l"

|

=

RECUERDA

Para calcular el vector unitario de ¥ = (z,y):
Se calcula el modulo: |3] = /22 + y2.
Se divide cada componente entre el modulo.

Se comprueba que el resultado tiene modulo 1.

Ejemplo 1: si ¢ = (3,4), entonces [4| =9+ 16 =5y el vector unitario es (2,%) = (0.6,0.8).
Comprobacion: v/0.62 + 0.82 = /0.36 + 0.64 = 1.
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7= (3,4)

(0.6,0.8)

Ejemplo 2: si 5 = (1, —2), entonces |3| = v/1 + 4 = +/5 y el vector unitario es

V5 2v/5

(%_%> _ (?’_T> ~ (0.447, —0.894)

TAn. 1 4 __
Comprobacion: ¢ + = = 1.
Otros casos que aparecen con frecuencia en los ejercicios:

- Unitario de sentido contrario: —%. Para ¥ = (3,4) es (—0.6,—0.8).

- Vector de modulo dado m con la direccion y el sentido de : se multiplica el unitario por m,
m - \%I Un vector de modulo 10 con la direccion y el sentido de (3,4) es 10 - (0.6,0.8) = (6, 8).

- Unitario a partir de un angulo: el vector unitario que forma un angulo 6 con el eje X es
(cosf,sinf). Para 6 = 60°: é, @)

- Unitario en la direccion de dos puntos: para A(1,2) y B(4,6), AB = (3,4) y su unitario es

(0.6,0.8).
- Unitarios perpendiculares a = (z,y): +—%*. Para (3,4) son (—0.8,0.6) y (0.8,—0.6).
- ¢Es unitario? Basta calcular su modulo. Por ejemplo, (3, 3) no es unitario, ya que /3 + 1 =

2,

3. DIRECCION: ANGULO CON EL EJE X

La direccion y el sentido de ¥ = (z,y) quedan fijados por el angulo 6 que forma con el semieje
X positivo, medido en sentido antihorario:

tanfd = ¥
T
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Hay que tener cuidado con el cuadrante: la calculadora devuelve arctan(¥) entre —90°y 90°, asi
que conviene fijarse en los signos de z e y. Por ejemplo, para (—1,1) se obtiene arctan(—1) =
—45°, pero el vector esta en el segundo cuadrante y § = 135°.

Reciprocamente, si se conocen el modulo y el angulo, las componentes son:
U = (|9] cos 8, |9| sin 0)

Ejemplo: un vector de modulo 10 que forma 30° con el eje X tiene componentes
(10 cos 30°,105sin 30°) ~ (8.66, 5).

L

| U] sin 6

|9 cos @

Aplicacion en meteorologia. El viento se trata como un vector y se descompone en una compo-
nente zonal u (positiva hacia el este) y una componente meridional v (positiva hacia el norte). En
meteorologia, la direccion ¢ indica de donde sopla el viento, medida desde el norte en sentido
horario; por eso, para un viento de velocidad V:

u=—Vsind, v=-—Vcosd

Por ejemplo, un viento del oeste (§ = 270°) de 20 kt tiene v = 20 kt y v = 0: sopla hacia el este.

4. PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD
Dados 4 = (z,y) y ¥ = (z’,y") no nulos:
- Son paralelos si sus componentes son proporcionales, & = %, o, sin divisiones, zy’ — yx’ =
0. Equivale a que uno sea maltiplo del otro: ¥ = kii.

- Son perpendiculares si su producto escalar es nulo (se estudia en la seccion siguiente):
zz’ +yy = 0. El vector (—y,z) es siempre perpendicular a (z,y): se intercambian las
componentes y se cambia el signo de una de ellas.

Ejemplo: i = (2, —3) es paralelo a (—4,6) = —2%, ya que 2, = %3, y es perpendicular a (3,2), ya
que2-3+(—3)-2=0.

RECUERDA
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Coni = (z,y) yov = (2/,y):
U+ U= (x££, y+y)yki=(kz,ky).
- Mddulo: |@| = 1/x2 + y2. Vector unitario: .

|
- Direccion: tan® = £ y 4 = (| cos 0, [i| sin ).

- Paralelos: & = 5 Perpendiculares: zz’ + yy’ = 0.

Vi. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

Dados dos vectores libres del plano, se define su producto escalar como:
-0 =|ul- V|- cosa

Donde o representa el menor de los angulos que forman estos dos vectores. (Recuérdese que,
al hacer coincidir el origen de dos vectores libres del plano, forman los angulos a 'y (27 — «).)

IS

Y
ST

proy;u

Si las coordenadas de estos vectores en la base canonicason 4 = (z,y)y v = (¢/,y’), el producto
escalar se puede calcular también de la siguiente manera:

v-v=z-2' +y-y
(En el espacio se anadiria el téermino z - 2'.)

- El producto escalar de dos vectores siempre es un escalar.
- El producto escalar de un vector por si mismo es un nimero positivo o nulo, siempre.

- Si el angulo que forman los vectores es de 90°, entonces el producto escalar es nulo. Dos
vectores perpendiculares tienen nulo su producto escalar.

Signo del producto escalar. Como los modulos son siempre positivos, el signo de % - ¥ coincide
con el de cosa. Asi, sin calcular el angulo, el signo ya indica qué tipo de angulo forman dos
vectores no nulos:
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Producto escalar  Angulo o Ejemplo con i = (2,1)
u-7>0 Agudo: 0° < o < 90° 1=(1,3):243=5>0
i-5=0 Recto: o = 90° §=(-1,2:-2+2=0
u-79<0 Obtuso: 90° < a < 180° 1=(-3,1:—6+1=-5<0

La siguiente grafica muestra como cambia el producto escalar de dos vectores de modulos fijos
al ir abriendo el angulo que forman: pasa de positivo a cero y de cero a negativo.

Agudo: i - ¥ > 0

0° i
45° 90° Obtuso: i - 7 < 0

Combinando las expresiones anteriores se puede poner:

- =

CoOs&x =

__ zrty-y
al - 19 22?22y

Ejemplo: dados @ = (3,1)y 4 = (1,2), setiene -3 =3-1+1-2 =5, |i| = 10y |5 = V5, luego

5 5 1

= —=~ 0707 = a=45°
V10-v5 V50 V2

(@]
o}
w0
Q
I

|
I

El producto escalar de dos vectores tiene las siguientes propiedades:

El producto escalar de un vector por si mismo es un niimero positivo o nulo:
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| - |t - cos 0° = |a|?

IS

&

|
=

siendo |i| = /22 + y2 > 0.
Propiedad conmutativa: 4 - 9 = 9 - 4.
Propiedad asociativa mixta: k - (i - ¥) = (ku) - 0.

Propiedad distributiva respecto de la adicion: 4 - (0 + @) =4 -0+ 4 - w

También se puede definir el producto escalar como el producto del médulo de uno de ellos por
la proyeccion del otro sobre él:

U-U=|ul|-|v|-cosa = || proy;u
RECUERDA

El coseno del angulo entre dos vectores se obtiene despejando de la expresion analitica
del producto escalar:

- o

Cos&x =

__ zrtyy
lal - 3] Va2 +y2 - /2’2 + y2

En particular, @ -7 = 0 < 4 L ¥ (siempre que ambos vectores sean no nulos).

1. AMPLIACION: EXPRESION ANALITICA EN UNA BASE CUALQUIERA

Sea {€,, €5, €5} una base cualquiera del espacio, y sean 4 y ¢ dos vectores, los cuales se pueden
expresar como combinacion lineal de los vectores de la base:

'l_l = ZEgl +y€2 + 263

El producto escalar de ambos vectores sera:

U- 0= (2€ + Y&, + 263) - (z'€; +y'€, + 2'€5)

=xx'(€;-€)) +xy (€, - &) + 2/ (€ -€3) +yz'(€y-€1) + -+ 22" (€5 - €5)

Es decir, aparecen los nueve productos €, - €;; en una base cualquiera ninguno de ellos tiene por
qué anularse.

Usando la notacion matricial se puede reescribir esta expresion de la siguiente forma:
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Hay que hacer notar que la matriz
€€ € € € €
€y € €y €y €y €3
€3°€1 €3 €y €363

es simetrica, ya que el producto escalar es conmutativo.

La expresion anterior se puede simplificar si se escoge la base {¢,, é,, €;} de manera adecuada.
Asi, si los vectores de la base son perpendiculares entre si, los productos escalares ¢, - €; son
nulos cuando i # j:

U-v=uxx'(€ -€))+yy (€ &)+ 22 (€3 €3) =xa’ +yy + 22

Una base cuyos vectores son perpendiculares y de modulo igual a 1 recibe el nombre de base
ortonormal’. Un ejemplo de ello es la base canodnica, formada por los vectores:

- 7=(1,0,0)
7=1(0,1,0)
- £=1(0,0,1)

Con lo que la expresion del producto escalar quedaria:

77177k z’
v-v=(@xyz)--|771777k Yy’
k-7k-7k -k '

=(xyz2) |y |=xx"4+yy +22

Expresion que recibe el nombre de expresion analitica del producto escalar. Solamente es
valida esta expresion si los vectores estan expresados en una base ortonormal.

Vil. APLICACIONES

Los vectores y el producto escalar tienen numerosas aplicaciones en geometria, en fisica y en
meteorologia. A continuacion se recogen las mas habituales.

TUna base es ortonormal si sus vectores son ortogonales dos a dos y de modulo unidad.
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1. TRABAJO DE UNA FUERZA

Una de las aplicaciones fisicas mas importantes del producto escalar es el calculo del trabajo
realizado por una fuerza constante F que actlia sobre un cuerpo mientras este se desplaza
segiin un vector d:

W:F"J:‘F“-’J"COSQ

Solo la componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento realiza trabajo: si F'y d son
perpendiculares (o« = 90°), el trabajo es nulo, aunque la fuerza tenga modulo grande.

F

‘F|cosa

Ejemplo: una fuerza F' = (3,4) N desplaza un cuerpo segiin d = (5,0) m. El trabajo es W = 3
5+4-0=15). Como |F|=5Ny |d| =5 m, el angulo entre ambos cumple cosa = 22 = 0.6, es
decir, o ~ 53.13°.

2. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

La proyeccion de 4 sobre la direccion de ¢ mide cuanto «avanza» 4 en esa direccion:

S

_—
roy;U = ——=—

Si se quiere el vector proyeccion, se multiplica ese nimero por el vector unitario de #:

Ejemplo: con = (2,3)yv = (4,3):4 -3 =8+9 =17y |d| = 5, luego proy ;i = % = 3.4y elvector
proyeccion es 1 - (4,3) = (2.72,2.04).

Asi se calcula, por ejemplo, la componente del viento a lo largo de una pista de aterrizaje (viento
de cara o de cola) y la componente perpendicular a ella (viento cruzado).

Ejemplo (viento en pista): un aerodromo tiene la pista 09/27, orientada este-oeste (los nimeros
indican el rumbo en decenas de grados: 090° y 270°). Se observa viento de 300° a 20 kt. Con el
eje X hacia el este y el eje Y hacia el norte:
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Vector viento (hacia donde sopla): u = —20sin 300° ~ 17.3 kt y v = —20 cos 300° = —10 kt,
es decir, w ~ (17.3,—10) kt.

Un avion que aterriza por la pista 27 lleva rumbo oeste; el vector unitario de su direccion
esé=(—1,0).

Componente a lo largo de la pista: w- € =17.3 - (—1) + (—10) - 0 = —17.3 kt. EL signo nega-
tivo indica que el viento se opone al movimiento: es viento de cara de 17.3 kt.

Componente cruzada: el unitario perpendicular a la pista es = (0,1) y w-n = —10 kt:
viento cruzado de 10 kt, que sopla de norte a sur (entra por la derecha del avion).

Como comprobacion, v/17.32 + 102 ~ 20 kt. En general, si ¢ es el angulo entre la direccion del
viento y la de la pista, el viento de cara vale V cos ¢ y el cruzado V sin ¢; aqui ¢ = 300° — 270° =
30°, y se obtiene 20cos30° ~ 17.3 kt y 20sin 30° = 10 kt. Si se aterrizase por la 09, esos 17.3 kt
serian de cola; por eso se utiliza la pista 27.

N de cara: 17.3 kt

T cruzado: 10 kt
viento 300°, 20 kt

09 27

<L
<X

rumbo de aterrizaje 270° (pista 27)

3. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS Y PUNTO MEDIO

La distancia entre A(z,,y,) Y B(z,,y,) €s el médulo del vector AB:

d(4, B) = |[AB| = /(2 — 2,)" + (4 — 1,)*

El punto medio M del segmento AB se obtiene promediando las coordenadas:

M — <$1+$2 y1+y2>
2 ’ 2

Ejemplo: para A(1,2) y B(4,6): AB = (3,4),d(A, B) = V9 + 16 = 5y M = (2.5, 4). Estas formulas
se retoman en el tema 3 (ecuaciones de la recta y distancias).

4. COMPOSICION DE VELOCIDADES: AVION CON VIENTO CRUZADO

Cuando un cuerpo se mueve dentro de un medio que a su vez se desplaza, su velocidad respecto
al suelo es la suma vectorial de ambas velocidades (regla del paralelogramo). Es el caso de un
avion, un globo sonda o un barco.
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Ejemplo: tomando el eje X hacia el este y el eje Y hacia el norte, un avion vuela con rumbo
norte a 200 km/h respecto al aire, ¥, = (0,200), y sopla viento del oeste a 50 km/h, ¥,, = (50,0).
Su velocidad respecto al suelo es:

¥ =7, + v, = (50, 200)

3| = /502 + 2002 = v/42500 ~ 206.2 km/h

El avion se desvia de su rumbo un angulo 3 hacia el este tal que tan 3 = 2% = 0.25, es decir,
B ~ 14.04°.

1

5. EJERCICIOS RESUELTOS
Perpendicularidad y paralelismo. Halla k para que % = (k,2) y ¥ = (3, —6) sean (a) perpen-
diculares; (b) paralelos.
Solucion: (a) &-9=3k—12=0=k=4. (b) £ = Z = k= —1; en efecto, (—1,2) = —
(3,—6).

Angulo entre dos vectores. Calcula el angulo que forman @ = (3,4) y ¥ = (4, 3).

W=

Solucion: i - ¥ = 12+ 12 = 24y |u| = |3| = 5, luego cosa = 22 = 0.96 y  ~ 16.26°.

Componentes del viento. Una estacion registra viento del noroeste (§ = 315°) de 10 m/s.
Calcula sus componentes v y v.

Solucion: v = —10sin315° ~ 7.07 m/s y v = —10cos315° ~ —7.07 m/s. El viento sopla
hacia el sureste: avanza hacia el este (u > 0) y hacia el sur (v < 0), y su modulo es

V7.072 +7.072 ~ 10 m/s.

Operaciones con vectores. Dados i = (1,2) y ¥ = (—1,—3), calcula % + ¥, 4 — v, 3t — 20 y
el vector unitario de este ultimo.

Solucion: %+ = (0,—1) y & — ¥ = (2,5). Ademas, 3i = (3,6) y —2v = (2,6), luego 3u —
27 = (5,12). Sumddulo es /25 + 144 = 13y su vector unitario, (3, 13 ).
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Vector unitario y vector de modulo dado. Dados A(—1, 3) y B(5, —5), halla el vector unitario
de ABy un vector de modulo 15 con la misma direccion y sentido contrario.

Solucién: AB = (6,—8) y |AB| = /36 + 64 = 10, luego su unitario es (0.6,—0.8). El vector
pedido es —15- (0.6, —0.8) = (—9,12); en efecto, v/81 + 144 = 15.

Triangulo rectangulo. Comprueba que el triangulo de vértices A(1,1), B(4,2) y C(0,4) es
rectangulo y calcula su angulo en B.

Solucion: AB = (3,1)y AC = (—1,3), con AB- AC = —3 + 3 = 0: el angulo en A es recto.
En B: BA = (=3,-1)y Bg’ = (—4,2), lum::-go cos B.:‘ % = \/12—% = % y B = 45°. Como
|AB| = |AC| = V10, el triangulo es rectangulo e isosceles.

Viento medio y cizalladura (meteorologia). Un radiosondeo mide viento de 270° a 20 kt en
el nivel de 850 hPa y viento de 180° a 30 kt en el de 700 hPa. Calcula (a) el viento medio de
la capay (b) la cizalladura vertical del viento, es decir, el vector diferencia entre el viento
del nivel superiory el del inferior.

Solucion: con u = —Vsind y v = —V cos § se obtiene w; = (20,0) kty @, = (0,30) kt.
(a) Viento medio: w,, = ©7%2 = (10,15) kt, de modulo /100 + 225 = v/325 ~ 18 kt. Sopla

hacia el nordeste; su direccion de procedencia cumple tan(5 — 180°) = 32, luego 6 ~ 180° +
33.7° ~ 214°: viento medio de 214° y unos 18 kt.

(b) Cizalladura: @, — w, = (—20, 30) kt, de modulo /400 + 900 = /1300 ~ 36 kt. Una varia-
cion tan intensa del viento en apenas unos 1500 m de altura es relevante para la aviacion
y para la organizacion de las tormentas.

Deriva de un globo sonda (meteorologia). Un globo sonda asciende a 5 m/s. Entre la
superficie y 3000 m sopla viento del oeste (270°) a 15 m/s, y entre 3000 y 6000 m, viento del
sur (180°) a 20 m/s. Calcula a qué distancia horizontal de la estacion y en qué direccion se
encuentra el globo al alcanzar los 6000 m, y el viento medio de toda la capa.

Solucion: cada capa de 3000 m se atraviesa en %2 = 600 s. En la primera, el viento (15,0)
m/s desplaza el globo d; = 600 - (15,0) = (9000,0) m = (9,0) km; en la segunda, el viento
(0,20) m/s lo desplaza d, = 600 - (0,20) = (0,12) km. El desplazamiento total es la suma:

d=d, +dy=(9,12) km, |d| =+/81+144=15km

Su rumbo # medido desde el norte cumple tan 6 = % = 0.75, es decir, § ~ 36.9°: el globo
esta a 15 km de la estacion, hacia el nordeste. El viento medio de la capa es el desplaza-
miento dividido entre el tiempo total (1200 s): 22212900 = (7.5,10) m/s, de modulo 12.5
m/s. Es menor que la media de los modulos (17.5 m/s) porque, al sumar vectores de

direcciones distintas, se compensan en parte.
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globo

i

d=1(9,12) o (0.12)

=3

estacion d, = (9,0)

Viento real medido desde un barco (meteorologia). Un buque de observacion navega con
rumbo norte a 12 kt. Su anemometro registra un viento aparente (relativo al barco) de 323°
y 15 kt. Calcula el viento real.

Solucion: el viento aparente es el viento real menos la velocidad del barco, @ = & —
Uy, luego w = @ + ¥,. En componentes, ¢ = (—15sin 323°, —15co0s 323°) ~ (9, —12) kty ¥, =
(0,12) kt, asi que:

@ ~ (9,—12) 4 (0,12) = (9,0) kt

El viento real es del oeste (270°) y de 9 kt. El avance del barco hace que el anemometro
registre un viento mas intenso y girado hacia la proa; por eso las observaciones tomadas
a bordo deben corregirse siempre con la velocidad del buque.

VIIl. AMPLIACION: PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

El producto vectorial de dos vectores es otro vector que tiene las siguientes propiedades:

Su modulo es: |4 x ¥| = || - |¥] - sin 6
Su direccion es perpendicular al plano formado por dichos vectores.
Su sentido es el de avance de un sacacorchos que gira del primer vector al segundo por

el camino mas corto.

J
y

L

X

ST

I
8
SR

~
~
~

8
I

Y

Esta expresion recibe el nombre de expresion analitica del producto vectorial.
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Si@ =0 0 bien ¥ =0, entonces @ x ¥ = 0.

Si 4y ¥ tienen la misma direccion (es decir, son linealmente dependientes), entonces 4 x
0.

—

ST
I

Ixj=Fk
ixk=7
kxi=7

Estas tres Gltimas igualdades se deducen directamente recordando que los tres vectores de la
base son perpendiculares y sin 90° = 1, y ademas son vectores unitarios. Por otro lado, es facil
obtenerlas a partir de la expresion analitica del producto vectorial.

RECUERDA

El producto vectorial % x ¥ es otro vector, no un escalar:

- Su modulo coincide con el area del paralelogramo formado por 4y @: |u x ¥| = |i] -
U] - sin 6.

- % x ¥ =0 < @ ydson linealmente dependientes (paralelos), siempre que ambos sean
no nulos.

- No es conmutativo (4 x ¥ = —(¥ x 4)) ni asociativo.

<l

IS

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:

Propiedad anticonmutativa: 4 x ¥ = — (0 X 4).

Propiedad asociativa respecto de la multiplicacion por un escalar: k(4 x 9) = (ki) x 0 =
U x (kv).

Propiedad distributiva respecto de la adicion: @ x (0 + @) =4 X ¥+ 1 X w.

El producto vectorial no cumple la propiedad asociativa: 4 x (¥ x ) # (4 X ¥) X w.
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Aunque ambos productos parten de los mismos dos vectores, el resultado que producen es de
naturaleza completamente distinta: el producto escalar da lugar a un nadmero, mientras que el
producto vectorial (de ampliacion) da lugar a otro vector.

RECUERDA

- Producto escalar % - = |i||7| cos a: un namero; nulo < los vectores son perpendicu-
lares.

- Producto vectorial (ampliacion) % x o: otro vector perpendicular al plano de @ y %, de
modulo |i||5] sin 6; nulo < los vectores son paralelos (linealmente dependientes).

X U
v v
U U
4 - ¥ = nimero 4 X ¥ = vector

El siguiente esquema relne las operaciones estudiadas en el temay como se relacionan entre
si. Resulta Gtil como repaso rapido antes del examen.

Modulo Producto por un escalar Sumay resta ‘i’°§'““° ?s-::ala/r
¥ = 2 2 kv = (kx, k Ui+v=(zxtz',y+y U-v=Ir TyYy
5] = V22 +y (kz, ky) ( y+y') — |3 coser

Vector unitario
v de modulo 1

Wy

Vectores p:ralelos Angulo entre vectores Perpendicularidad
u = Kv -0

. . .. CoOs =
(misma direccion)

[alls ulieu-v=0

Aplicaciones: trabajo W = F - d, proyeccion de un vector
sobre otro, componentes del viento y viento en pista
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X. AUTOEVALUACION

El modulo del vector ¥ = (—6,8) es

a)2 b) 10 c) 14 d) 100

El vector unitario con la misma direccion y sentido que ¥ = (3, —4) es

a) (5,—5) b) (7,-7) ) (=53 d) (1,-1)
B(5,

Dados los puntos A(2,—1) y B(5,3), el vector AB es

Sig=(2,—1)yd=(-3,4), el vector 24 — v es:

Si || = 4, el vector —34 tiene:

a) modulo —12 b) modulo 12 y el mismo sentido que ¥
c) modulo 12y sentido contrario a ¥ d) médulo £

;Cual de estos pares de vectores es linealmente dependiente?

a) (1’ 2) y (27 1) b) (2’ _3) y (_4’ 6)
c) (1,0)y (0,1) d) (3,1)y (1,3)

Las coordenadas de @ = (5,1) en la base B = (i, 4,), con 4; = (1,1) y 4y = (1,—1), son:

a) (3,2) b) (2,3) c) (5,1) d) (4,1)
El producto escalar de @ = (3,—2) y v = (4,5) es:

a) 2 b) 22 c) (12,-10) d) —2

Si el producto escalar de dos vectores no nulos es negativo, el angulo que forman es:

a) agudo b) recto c) obtuso d) nulo

El valor de k para que 4 = (k,3) y ¥ = (2, —4) sean perpendiculares es:

a) —6 b) 6 03 d) —3

Si || = 2, |9| = 3y forman un angulo de 60°, entonces % - ¥ vale:

a)3 b) 6 c) 3v3 d) o

Una fuerza F = (3,4) N desplaza un cuerpo segiin d = (5,0) m. El trabajo realizado es:

a)15) b) 25 J c)35) d) 20 J
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La proyeccion de 4 = (2,4) sobre la direccion de 4 = (3, 4) vale:

a) 22 b) 4.4 €5 d) 4.47

En una pista orientada a 090° sopla viento de 360° a 20 kt. Entonces hay:

a) 20 kt de viento de cara b) 20 kt de viento cruzado
c) 10 kt de caray 10 kt cruzado d) ninguna componente de viento

Una estacion registra viento del oeste (§ = 270°) de 10 m/s. Sus componentes (u, v) son:

a) (10,0) b) (—10,0) c) (0,10) d) (0, —10)

1. SOLUCIONES

Pregunta Respuesta Explicacion

1 b V36 + 64 = /100 = 10.

2 a |4| = /9 + 16 = 5; se divide cada componente entre 5.

3 b Extremo menos origen: (5 —2,3 — (—1)) = (3,4).

4 a 24 = (4,-2)y (4,—2) — (=3,4) = (7,—6).

5 c E} modulo es |-3| - 4 = 12 (nunca negativo); el signo menos invierte el sen-
tido.

6 b (—4,6) = —2-(2,—3); su determinante es 2 - 6 — (—3)(—4) = 0.

7 a 3(1,1) +2(1,—1) = (5,1).

8 a 3-4+(—2)-5=12—10 = 2; el resultado es un nimero, no un vector.

9 C El signo de @ - ¥ es el de cos a, negativo entre 90° y 180°.

10 b U-1=2k—12=0=k =06.

1 a 2-3-c0s60°=6-0.5=3.

12 a W=F.d=3-54+4-0=15].

13 b i-9=6+16=22y[v| =5, luego 2 =4.4.

14 b El viento forma 90° con la pista: de cara 20 cos 90° = 0 kt; cruzado
20sin 90° = 20 kt.

15 3 u=—10sin270° = 10y v = —10cos 270° = 0: el viento del oeste sopla hacia

el este.
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